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Résumé — Le projet de recherche présenté ici est toujours en
cours et est réalisé en collaboration avec Damien Mégy et Matei
Toma de I’Institut Elie Cartan de Lorraine, Nancy, France. Nous
introduisons une notion de semi-stabilité pour les faisceaux
cohérents sur une variété projective complexe lisse. Nous
utilisons ensuite cette notion pour construire de nouveaux espaces
de modules de faisceaux semi-stables.

1. INTRODUCTION

La théorie des modules des faisceaux a suscité un intérét
considérable en raison de ses vastes applications dans divers
domaines de recherche tels que la géométrie
hyperkéhlérienne, la géométrie énumérative, la théorie de
jauge, etc. Son principal objectif est 1’étude des espaces de
modules des faisceaux sur un espace donne. En explorant la
riche géométrie de ces espaces de modules, nous visons a
améliorer notre compréhension de la structure de I’espace
de base sous-jacent.

Les espaces de modules de ce type sur des bases de

dimension complexe un et deux sont classiques et occupent
une place centrale dans le domaine (comme dans la théorie
des fibres de Higgs et les invariants de Donaldson, par
exemple). D’autre part, la théorie des modules des faisceaux
sur des bases de dimension trois et plus en est encore a ses
débuts, et il subsiste un certain nombre de questions
ouvertes dans ce domaine.
Pour notre étude, nous utilisons une nouvelle notion de
semi-stabilit¢ (voir la section suivante), qui est une
généralisation étendue de la semi-stabilité de Gieseker
classique et partage bon nombre de ses propriétés. La
nouveauté réside dans le fait que cette notion offre plus de
flexibilité du point de vue de la variation des espaces de
modules en dimensions supérieures.

En utilisant cette notion de semi-stabilité, nous

construisons de nouveaux espaces de modules de faisceaux
sur une variété projective complexe lisse donnée. Ces
espaces  présentent des  propriétés  fonctorielles
intéressantes, au sens ou ils co-représentent le foncteur de
modules associe sur la catégorie des espaces algébriques.
De plus, dans le cas de la semi-stabilité de type multi-
Gieseker (voir [1]), et en particulier de la semi-stabilité de
Gieseker, il est connu que I’on peut utiliser la Théorie
Géométrique des Invariants (TGI) pour doter ces espaces de
modules d’une structure de schéma projectif.
En I’absence d’une construction TGI générale, la question
de savoir quand ces espaces sont projectifs reste sans
réponse, sauf dans quelques cas étudies par Greb—Ross—
Toma (voir [1]et [2]).

De plus, nous étudions également la variation de ces
espaces de modules de faisceaux par rapport au changement
de semi-stabilité. A cet égard, nous montrons qu’il existe
une décomposition en “chambres” a I’intérieur desquelles
la notion de semi-stabilité reste inchangée.
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II. NOTATION ET TERMINOLOGIE

Nous fixons une variété projective complexe lisse X.
Pour la construction d’espaces de modules (de type fini) de
faisceaux sur X, il est nécessaire de travailler avec des
familles de faisceaux cohérents qui sont bornées. Cela est
généralement réalisé en imposant certaines conditions
restrictives sur les faisceaux, telles que la semi-stabilité
classique par rapporta la pente. Nous introduisons ci-
dessous une notion plus générale de semi-stabilité qui
convient mieux a nos objectifs. Considérons un systéme
complet de degrés

o= (wo, ..., 0

donné par des classes amples w; € Amp* ( X ), pour un
entier donné ¢ > 0. Chaque composante w; € Amp* ( X))
définit une fonction de degré

degor: K(X)—R

en envoyant la classe d’un faisceau cohérent £ sur X a
[x ch(E) - wy - tdy.

Pour un faisceau cohérent £ de dimension d sur X, nous
définissons son polynéme de Hilbert par rapport & o :

P2 (m) = degua (E)m? + degua-1 (E)m® 1+ - - - + degyo (E).

Définition. Un faisceau cohérent E de dimension d sur
X est appelé w-(semi-)stable s’il est pur, et nous avons

Pg(m)

— = ()
deg  (F)

.. Pr(m)
(<) ——— pour m
deg  (FE)

pour tous les sous-faisceaux propres F' € E. Notez que
chaque faisceau w-semi-stable est, en particulier, 4®-semi-
stable par rapport a la fonction de pente u® = degua-1 / degoa

Ceci est une instance particuliére de la semi-stabilité
polynomiale de Bayer [3]. On peut également retrouver la
semi-stabilité multi-Gieseker de Greb—Ross—Toma [1] pour
certaines choix de ®. En particulier, nous obtenons les
conditions de /-semi-stabilité de Gieseker pour w = ([X], A,
..., h?) avec h € Amp' (X) une classe intégrale ample.

III.LE PROBLEME DES MODULES

Deux questions naturelles se posent a nous :

1) Existe-t-il un espace de modules M,, de faisceaux w-
semi-stables de type numérique fixe sur X ? Si oui, est-ce
que M, est projectif ?

2) Comment M,, varie-t-il avec le changement de w-
semi-stabilité ?

Dans le contexte de la semi-stabilité de Gieseker, les
deux questions ont été largement étudiées par plusieurs
auteurs. Grace aux travaux de Mumford, Gieseker,
Maruyama et Simpson, nous avons une réponse
satisfaisante a la premiére question. En utilisant les
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méthodes TGI, ils ont construit des espaces de modules
projectifs M de faisceaux semi-stables de type Gieseker,
qui dépendent de la polarisation intégrale choisie # € Amp!
(X).

En ce qui concerne la deuxiéme question, il faut étudier
la variation des espaces de modules avec le changement de
semi-stabilité. Nous passons brievement en revue 1’état de
I’art ci-dessous.

Cas de la surface : Dans le cas de la surface, ’image
est plutdt bien comprise (voir [4], [5]). On sait que le cone
réel Amp! (X) est divise par un ensemble localement fini de
murs linéaires rationnels en chambres a [I’intérieur
desquelles M, ne change pas. De plus, pour deux
polarisations #4; et h, divisées par un mur, les espaces de
modules correspondants M1 et M, sont lies par une
séquence finie de retournements de Thaddeus. Lorsque la
deuxiéme classe de Chern des faisceaux étudiés est
suffisamment grande, il a également été démontré que M
et M), sont en fait birationnels (voir [6, Sect. 4.C]).

Cas de dimensions supérieures : Dans les dimensions
supérieures, Amp' (X) admet toujours une décomposition
en murs et en chambres, mais sa structure est plus
compliquée. Si I’on applique la méme construction que
dans le cas de la surface, alors les murs obtenus ne sont plus
linéaires, et comme [’a noté¢ Qin [4], ils ne sont pas
nécessairement de type fini a I’intérieur du cone ample. De
plus, Schmitt [7] a donné un exemple explicite dune
variété de Calabi-Yau de dimension trois avec un nombre
de Picard égal a deux pour laquelle il existe au moins un
mur sans classes rationnelles.

Pour ¢viter les difficultés qui apparaissent en
dimensions supérieures concernant le changement de semi-
stabilité, nous préférons utiliser la notion de w-semi-
stabilité. Cette notion offre plus de flexibilité que la semi-
stabilité de Gieseker, car on peut varier indépendamment
les composantes de @ = (wy, . . . , wq) & I’intérieur de leurs
cones amples correspondants.

IV.CONSTRUCTION DES ESPACES DE MODULES

Afin de construire des espaces de modules de type fini
de faisceaux sur X, nous devons travailler sous certaines
hypothéses de finitude sur les faisceaux. Nous formulons ce
probléme de finitude de la semi-stabilité (FSS) par rapport
a une classe numérique v € K(X)num de dimension d > 0 et
des sous-ensembles relativement compacts Ko € Amp? (X)
et K; € Amp? ! (X).

FSS(Ky x Ki, v) : La famille de faisceaux cohérents £
de type numérique v sur X tels que E soit u”-semi-stable
pour certains @ € Ky x K est bornée.

Il est connu que c’est un probléme difficile qui est
crucial pour 1’étude de la variation des espaces de modules
de faisceaux. Méme si beaucoup de progres ont été réalisés
dans de nombreux cas d’intérét, il reste encore ouvert en
général. Le cas Ko x Ki = {(w4-1, wa)} est particulierement
important pour la construction d’espaces de modules de
faisceaux de type fini sur X. Il a fallu les efforts de nombreux
mathématiciens pour le résoudre dans le contexte de la
semi-stabilité classique par rapport a la pente (voir [8]-

[12]).
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Nous fixons une classe numérique v de dimension d > 0
et un systéme complet de degrés @ = (wy, . . . , ®a). Sous
I’hypothése que FSS({(wqs-1, wa)}, v) est satisfaite, nous
utilisons les méthodes d’ Alper—Halpern-Leistner—Heinloth
[13] pour démontrer :

Théoréme. Il existe un espace de modules grossier
Mo (v) de faisceaux w-semi-stables de type numeérique v sur
X Les points géométriques de My,(v) sont en
correspondance bijective avec les classes de S-équivalence
de faisceaux w-semi-stables.

V.VARIATION DES ESPACES DE MODULES

Pour étudier la variation de la w-semi-stabilité des
faisceaux (avec un type numérique fixe v), il faut s’assurer
que FSS(Ko x Ki, v) est valable. Dans le cas sans torsion,
plusieurs résultats de ce type ont été obtenus par Matsuki—
Wentworth [5] sur les surfaces lisses et par Greb—Ross—
Toma [1] sur des espaces de dimensions supérieures.

Pour le moment, nous supposons que ces hypothéses de
finitude sont vérifiées dans notre contexte. En ce qui
concerne la variation de la semi-stabilité, nous souhaitons
prouver 1’affirmation suivante :

Affirmation. I/ existe une structure de chambres
linéaires finie qui décrit le changement de w-stabilité pour
les faisceaux de type numeérique v.

Cette partie est toujours en cours de développement.
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