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ARGUMENT

Cartea este rezultatul activitdtii si experientei prodigioase a autorului intr-un
domeniu de real interes in actualitatea contemporand, si anume studiul teoriei si
aplicatiilor microundelor.

Prin modul de abordare a problemelor tratate, de altfel de utilitate concreta in
procesul de educatie si inovare, cartea subliniaza importanta aspectelor referitoare la
furnizarea unor date in strictd concordantd cu fenomenele fizice din gama
microundelor. Autorul demonstreaza necesitatea acestor date si informatii in studierea
si proiectarea asistatd a circuitelor integrate hibride in toatd gama microundelor,
precum antene si retele de antene, componente ale satelitilor, interconexiuni de mare
viteza, filtre, conectori si circuite integrate cu elemente semiconductoare etc.

Dincolo de aspectele teoretice prezentate si analizate in carte, o atentie speciala
este acordatd aplicatiilor concrete. In finalul lucrarii, un capitol este dedicat, in
principal, prin exemple concrete, initierii si dezvoltarii abilitatilor de calcul ai
parametrilor distributiilor cAmpului electromagnetic si a circuitelor de microunde.

Tematica prezentata este utila specialistilor in domeniu datorita folosirii liniilor
de transmisiune microstrip pe scard din ce In ce mai larga in configuratia tuturor
circuitelor integrate hibride de microunde. Deopotriva, lucrarea este un ghid practic
necesar studentilor, masteranzilor si doctoranzilor datoritd accentului pus de autor pe
utilizarea si dezvoltarea pachetelor de programe destinate calculului parametrilor
circuitelor complexe de microunde.

Cartea este editata bilingv in limbile romana si francezd. Sectiunea in limba
romana, prezintd o abordare cuprinzatoare a studiului campului electromagnetic cu
accent pe metodele de calcul si solutiile propuse, iar sectiunea in limba franceza este
focalizatd pe metodele numerice de calcul ale campului electromagnetic, ale
parametrilor si ale circuitelor de microunde si, deopotriva, pe ilustrarea pachetelor de
programe interactive la care utilizatorul are acces prin intermediul aplicatiilor
disponibile in cloud.

Prof. univ. dr. ing. Doina BANCIU
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INTRODUCERE

Cartea 1si propune sa aduca o contributie esentiala la elucidarea multora dintre
provocarile campului electromagnetic in linia microstrip si este continuarea unei
abordari similare [43], publicati cu ceva ani in urma. In plus, cartea supune atentiei 0
suitd de pachete de programe interactive, destinate studiul comportarii dinamice a
campului electromagnetic cu ajutorul parametrilor S din linia microstrip ecranata si a
circuitelor de microunde aferente.

Totodata, lucrarea sintetizeaza experienta autorului acumulatd in domeniul
microundelor de-a lungul carierei profesionale, inceputa cu proiecte si realizari
practice inca din primii ani ai studentiei, atunci cand proiectarea circuitelor
domeniului FFI (prescurtare utilizata pentru “frecvente foarte inalte”) cu ajutorul
parametrilor S [46], [47], in detrimentul parametrilor admitanta (Y), era vazuta cu
oarecare circumspectie de multi dintre specialistii anilor '80.

Importanta elaborarii unor modele matematice riguroase reiese din faptul ca
proiectarea optima a dispozitivelor de microunde care utilizeaza liniile microstrip
presupune detinerea unor informatii reale privind caracteristicile de propagare ale
campului electromagnetic si configuratia tuturor modurilor de unda existente in linie.

Intr-o serie de lucrari de specialitate, [1]+[7], analiza si calculul parametrilor
liniilor microstrip se efectueaza in ipoteza aproximarii cvasi-statice, care presupune
cd modul fundamental de unda de propagare poate fi aproximat cu modul transversal
electromagnetic (TEM). O astfel de abordare permite sia se obtind rezultate
satisfacatoare numai pentru valorile celor mai mari lungimi de unda din domeniul de
frecventd al microundelor, atunci cand lungimea de unda depaseste considerabil
dimensiunile transversale ale liniei. Practic, proiectarea bazata pe aproximarea cvasi-
staticd poate fi acceptata atunci cand frecventa de lucru a dispozitivelor de microunde
este mai mica de 3 GHz, iar substratul are o permitivitate dielectrica relativa scazuta
(de obicei, mai mica decat 6). Realizarile recente din domeniul microundelor solicita,
insa, functionarea liniilor microstrip la frecvente mult mai mari, atingand ordinul
sutelor de GHz, precum si utilizarea unor substraturi cu permitivitate relativa ridicata
[2], [9], [18]+[22], [32]+[59]. O data cu cresterea frecventei de lucru, pe masura
deplasarii in domeniul undelor centimetrice si milimetrice, analiza cvasi-statica a
liniei microstrip produce erori tot mai mari. Acest fenomen este consecinta
caracterului dispersiv al liniei microstrip (parametrii variaza in functie de frecventa)
st a existentei in linie a unor moduri de unda de ordin superior.

Intrucat linia microstrip este o structurd neomogeni, care contine doua medii
dielectrice cu proprietati diferite, modul de propagare este unul hibrid si nu poate fi
asociat modului de propagare TEM.

13



Studiul comportarii campului electromagnetic din linia microstrip
ecranata presupune satisfacerea urmatoarelor obiective, prezentate in detaliu in
continutul cartii:

1) sa se ocupe de natura reald a modurilor de propagare hibride, respectiv sa
determine componentele campului electromagnetic, corespunzdtoare modului de
propagare hibrid fundamental (dominant din punct de vedere energetic), sd determine
modurile de propagare hibride de ordin superior si sa permita obtinerea informatiilor
despre caracteristicile de dispersie ale parametrilor liniei;

2) sa considere linia microstrip plasata in interiorul unei cutii metalice si sa
permita, astfel, luarea in considerare a conditiilor generate de efectele de ecranare
electrica;

3) sa tind cont, din motive de ordin practic, de faptul ca este necesar ca
dimensiunile cutiei de ecranare sa fie mult mai mari, iIn comparatie Cu grosimea
mediului dielectric aflat in substrat i cu latimea stripului metalic plasat intre cele doua
medii dielectrice;

4) sa foloseascd o metoda suficient de generald pentru a permite obtinerea unor
solutii generale, care poate fi extinsa la structurile microstrip cu neomogenitati fizico-
geometrice ale conductoarelor liniilor mai complexe, datorate modificarilor multiple
ale dimensiunilor acestora, care sunt specifice, in cazul rezonatoarelor, filtrelor,
cuploarelor sau al configuratiilor slotline si al ghidurilor de unda coplanare [6];

5) sa utilizeze aproximari corecte, in asa fel Tncat acuratetea calculelor sa fie
limitata doar de puterea de calcul si software-ul utilizat; aproximatiile acceptate in
literatura de specialitate considera ca mediile dielectrice din structurile microstrip sunt
fara pierderi si privind conductivitatea infinita a conductorului.

Dificultatile pe care le presupune elaborarea studiului campului
electromagnetic din linia microstrip constau, in principal, in satisfacerea simultana a
obiectivelor stabilite mai sus.

Avand in vedere tehnicile numerice de aproximare, utilizate la solutionarea
ecuatiilor cu derivate partiale, lucrarile aparute in literatura de specialitate [10]+[25],
care se ocupa de analiza modurilor de propagare hibride si de proprietatile de dispersie
ale liniilor microstrip, se pot imparti in doud grupe situate, intr-un fel, la doua
extremitati opuse ale spectrului cunoscut de aplicabilitate la problemele
electromagnetismului. Prima grupa vizeaza metode numerice precedate de procesari
analitice semnificative, in timp ce a doua grupa se caracterizeaza printr-0 prelucrare
analitica extrem de rudimentara, toata dificultatea fiind transferatd procedurilor de
calcul disponibile pe piata.
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Dintre abordarile care utilizeaza procesari analitice detaliate se evidentiaza,
datorita aplicarii in premierd a acestor tehnici la structurile microstrip, cele ale lui R.
Mittra si T. Itoh [11], care, prin modificarea metodei conventionale (ce presupune
rezolvarea problemelor Dirichlet si Neuman din domeniul analizat), urmaresc
determinarea modurilor de propagare din linia microstrip cu ajutorul unor ecuatii
integrale si folosesc, in acest sens, serii de functii cu convergentd foarte rapida. Pe
aceeasi linie se situeaza lucrarea lui G. I. Zysman si D. Varon [14], care au abordat
problema electrodinamica a liniilor microstrip cu ajutorul sistemului de ecuatii
integrale, transformat intr-o ecuatie matriciala, dar, din pacate, autorii articolelor [11]
si [14] nu furnizeaza detalii asupra modului in care se rezolva sistemele de ecuatii
integrale. Metoda cel mai des utilizatd in problemele de electrodinamica este metoda
Fourier, in care solutiile ecuatiilor diferentiale ale campului electromagnetic se
determind sub forma unor serii de functii adaptate structurii microstrip, iar pentru
aproximarea solutiilor se utilizeaza sume partiale ale seriilor.

G. 1. Veselov, impreuna cu un colectiv [22], au prezentat in lucrarile lor
rezultatele analizei structurilor electrodinamice microstrip, fard a dezvalui, insa, in
nici una din lucrérile ce au urmat [22], modul in care se obtin sistemul de ecuatii infinit
omogen si modalitatea de rezolvare a acestuia.

Din cadrul celei de-a doua grupe mentionate, care vizeaza tehnici numerice des
utilizate in rezolvarea sistemelor dinamice, se remarcd demersurile lui P. Daly [13],
ce utilizeaza metoda elementului finit, cele ale lui J. S. Hornsby si A. Gopinath [10],
care folosesc metoda diferentelor finite si urmaresc satisfacerea tuturor obiectivelor
sus-mentionate, dar insistd mai pufin asupra obiectivelor 3 si 4.

Organizata pe opt capitole, cartea abordeaza intr-o succesiune logica, cu
detalierile corespunzatoare, studiului riguros al cdmpului electromagnetic din linia
microstrip si al circuitelor de microunde, si se incheie cu exemple de aplicatiilor
dedicate calculului parametrilor circuitelor de microunde.

Capitolele din compunerea cartii trateaza urmatoarele subiecte:

In capitolul 1 - “Studiul cAmpului electromagnetic din linia microstrip
ecranata cu ajutorul metodei analitice” - sunt prezentate, etapele necesare
deterninarii configuragiei modurilor de propagare hibride din linia de transmisiune
microstrip ecranatd si apoi modalitatea de adaptare a modelului matematic ales la
structuri microstrip mai complicate, alegandu-se, in acest sens, liniile microstrip
cuplate. La finele capitolului sunt prezentate rezultatele analizelor si ale simularilor
efectuate cu ajutorul mediului de dezvoltare Matlab si concluziile ce decurg din
acestea.

In Capitolul 2 - “Studiul cAmpului electromagnetic din linia microstrip
ecranata cu ajutorul metodei diferentelor finite” — este prezentata analiza campul
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electromagnetic cu ajutorul unei metode numerice performante, care a fost utilizata
cu succes la rezolvarea celor mai complexe probleme ale electrodinamicii si care
permite aproximarea ecuatiilor Helmholtz intr-un numar finit de puncte din domeniul
analizat.

In sectiunea finalid a capitolului sunt prezentate graficele componentelor
campului electromagnetic, iar prin intermediul catorva determinari elocvente, limitele
formulelor pe care le utilizeaza metoda cvasi-statica la frecventele superioare ale
microundelor.

In capitolul 3 - ”Parametrii liniei microstrip ecranate” - se trec in revisti
modalitatile de calcul a principalilor parametri ai liniei, determinati, mai intai, cu
ajutorul aproximarii cvasi-statice si, ulterior, cu ajutorul analizei electrodinamice a
campului electromagnetic. Totodata, se definesc si marimile specifice propagarii
campului in linia microstrip ecranata.

Capitolul 4 este dedicat prezentarii catorva elemente de circuit care se regasesc
in configuratia circuitelor din gama microundelor (inductante, condensatoare,
rezistoare, rezonatoare, jonctiuni §i dispozitive de excitare a liniilor de transmisiune,
cuploare directionale, divizoare si sumatoare de putere), fara, insa, a-si propune
epuizarea acestora.

In cadrul capitolului 5, intitulat “Studiul circuitelor de microunde cu
ajutorul parametrilor S”, isi propune sd ofere o metodda valabild in domeniul
microundelor, care sa elimine dificultatile pe care le presupune analiza multiportilor
cu ajutorul parametrilor impedanti si admitanti. In partea finald a capitolului este
prezentata metoda grafurilor de fluenta, care permite calcularea cdstigului unui
diport, parametru esential in cazul analizei circuitelor active de microunde.

Capitolul 6, “Amplificatoare de microunde cu tranzistoare”, prezintd pe
parcursul sdau modul in care se analizeaza stabilitatea unei structuri active de
microunde, algoritmul de calcul al amplificatoarelor de microunde de bandd ingusta
Cu tranzistoare prin metoda grafo-analitica si alte aspecte legate de specificitatea
domeniului abordat (proiectarea circuitelor de adaptare, scheme de conectare,
considerente avute in vedere la realizarea practica a amplificatoarelor).

In cadrul capitolului 7, “Studiul neomogenititilor circuitelor de microunde
cu ajutorul matricei de dispersie”, se pun bazele unei metode de calcul al structurii
campului electromagnetic, in care se tine cont de diversitatea si complexitatea
modurilor de unda si de multitudinea neomogenitatilor liniei de transmisiune pe care
le presupune configuratia unui circuit de microunde.

Capitolul 8, “Pachet de programe Matlab pentru calculul parametrilor
campului electromagnetic si ai circuitelor de microunde”, lanseaza o provocare si,
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in acelasi timp, o invitatie adresatd 1n special studentilor, masteranzilor si
doctoranzilor in domeniu de a extinde suita de programe ce poartd numele generic de
Microwave Solutions, destinate calculului anumitor parametri ai distributiilor
campului electromagnetic. Toate implementarile metodelor utilizate au fost realizate
folosind mediul integrat de dezvoltare Matlab. Capitolul prezinta doar cu titlu de
exemplu, cateva aplicatii concrete in scopul ilustrarii modalitatii de utilizare a
pachetului de programe, iar conceperea lor sub forma unei implementari modulare
faciliteaza integrarea viitoare in pachet a unor alte componente, circuite si aplicatii de
microunde.

Prezentarea anexelor aferente capitolelor cartii si a bibliografiei bogate, dar in
acelagi timp selective, completeaza abordarea aplicativa a solutiilor propuse
cititorilor.

Aduc multumirile mele Editurii Tehnice si Editurii Academiei Oamenilor de
Stiintd din Romania, constituite dintr-un colectiv eficient si profesionist, cu 0
mentiune speciald pentru sustinerea deplind primita din partea doamnei prof. univ. dr.
ing. Doina Banciu, Vicepresedinte al Academiei Oamenilor de Stiintd din Romania,
care s-a aplecat cu interes asupra acestei lucrari, a acceptat invitatia prefatarii acesteia,
a avut initiativa si a pledat pentru redactarea cartii in editie bilingva.

Recunostinta mea profunda se adreseaza sotilor Ursu, respectiv regretatei
matematician Felicia Ursu si matematicianului dr. loan Ursu, pentru intelegerea si
validarea abordarilor stimulative pe care domeniul microundelor le impune din start
cu imuabilitate.

Nu in ultimul rand, aduc multumiri intregii mele familii pentru intelegere si
sprijinul constant si neconditionat.
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CAPITOLUL 1

STUDIUL CAMPULUI ELECTROMAGNETIC
DIN LINIA MICROSTRIP ECRANATA CU AJUTORUL
METODEI ELECTRODINAMICE

In acest capitol este prezentati metoda electrodinamici de studiu a campului
electromagnetic din linia microstrip ecranata, care permite verificarea ecuatiilor
electromagnetismului in totalitatea domeniul analizat si satisfacerea conditiilor
impuse campului electromagnetic la suprafata de separare dintre cele doud medii
dielectrice din compunerea liniei microstrip ecranate §i in imediata vecinatate a
muchiei conductorului aflat intre acestea.

Formularea problemei, ce se doreste a fi analizata, vizeaza satisfacerea tuturor
obiectivelor prezentate in capitolul introductiv si presupune parcurgerea, in principal,
a douad etape: prima se referd la trecerea de la obiectul real la modelul fizic, iar a doua
se ocupa de formalizarea matematica a modelului fizic adoptat.

Modelul matematic ales, care permite studierea comportarii campului
electromagnetic din linia microstrip ecranata, este un sistem de ecuatii liniare, la a
carui rezolvare contribuie analiza structurii electrodinamice.

1.1 Ecuatiile fundamentale ale electromagnetismului

Determinarea riguroasa a configuratiei campului electromagnetic si a
parametrilor liniei microstrip ecranate si a caracteristicilor de dispersie ale acestora
este posibild cu ajutorul analizei electrodinamice.

De unde rezultd necesitatea si importanta analizei electrodinamice a
fenomenelor din structura microstrip ?

O incercare de a raspunde la aceasta Intrebare este prezentata in continuare, dar
alte argumentele in favoarea utilizarii acestei abordari vor fi dezvaluite in continutul
capitolului.

Legitatea matematica, care descrie comportarea sistemelor dinamice,
exprimata de forma generald a unui sistem liniar de ecuatii diferentiale:

J'Cl = a11x1 + alzxz +... +a1nxn
'X.'Z = alel + azzxz +... +a2nxn

Xp = Au1X1 + ApaXo+... +ApnXn,
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caracterizeazd orice migcare materiala, de la miscarea unui resort pana la miscarea
unei navete spatiale. In consecintd, acest sistem de ecuatii este utilizat in orice
problema de vibratii. Natura ondulatorie a microundelor impune utilizarea ecuatiilor
diferentiale ale lui Maxwell in vederea determindrii configuratiei campului
electromagnetic din linia microstrip.

De asemenea, necesitatea elaborarii unui model matematic, bazat pe analiza
electrodinamica a campului electromagnetic din linia de transmisiune microstrip
ecranata, este impusa de existenta in modelul fizic al liniei a unor configuratii in care
distingem in esenta:

a) mediile dielectrice si conductoare, cu proprietiti electrodinamice distincte;

b) singularitatile reprezentate de muchiile conductorului metalic plasat intre
cele doud medii dielectrice.

Sunt doua aspecte coerente privind rezolvarea discontinuitatilor:

- din punct de vedere fizic muchiile nu sunt geometric perfecte, ci prezinta niste
’rotunjiri”;

- din punct de vedere matematic, metodele de aproximare vin tocmai sa
corespunda acestor “imperfectiuni”’ geometrice.

Aceste discontinuitati pot determina singularitati ale solutiilor ecuatiilor
diferentiale ale lui Maxwell, care ar implica, paradoxal, valori infinite ale energiei
campului electromagnetic in spatiile finite din imediata vecinatate a muchiilor
conductorului. In vederea depasirii unor astfel de dificultiti se folosesc metodele de
aproximare, convergentd §i optimizare, specifice analizei fenomenelor
electrodinamice.

Distributia cdmpului electromagnetic din linia microstrip simetrica ecranata se
determinatd cu ajutorul ecuatiilor electromagnetismului, cunoscute in literatura de
specialitate si sub denumirea de “ecuatiile Maxwell”. Configuratia unei sectiuni
transversale, in planul X0y din linia microstrip ecranata, este prezentata in figura 1.1.

Studiul electromagnetic al unui mediu dielectric perfect (liniar, omogen si izotrop)
duce la determinarea unui camp electromagnetic, constituit din vectorul camp electric

= . A . = .o . . -
E si vectorul camp magnetic H, functii de punct si de timp, a caror propagare se
studiaza in regim armonic, adica:

E = E(x,y,2)e/t,
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H = H(x,y,z)el*t,

unde w este frecventa unghiulara. Legea de distributie a campului, in sectiunea
transversald a liniei microstrip ecranate, nu este o functie de z.

&

aer )rz

&1, dielectric |y

Figura 1.1 Sectiune transversala prin linia de transmisiune microstrip simetrica
ecranatd.

In schimb, propagarea de-a lungul liniei microstrip este functie de z si are loc
sub forma unei unde progresive:

f(z)=e"* (1.1)

. . = . 2 . v A . . . . . o .
Marimile E si H reprezinta, in acelasi timp, vectori si amplitudini complexe
ale campului electric s1 magnetic. Aceste cAmpuri, Iimpreund cu vectorii densitate de

flux electric D si densitate de flux magnetic B, verifica ecuatiile de evolutie ale lui
Maxwell, respectiv:

- legea inductiei,

N

rotE + % =0, (1.2a)
- legea lui Ampere,
rotH=]. + ], (1.2b)
si ecuatiile de stare, respectiv:

-legea lui Gauss pentru campul electric,

divD =p, (1.2¢)

- legea lui Gauss pentru campul magnetic,
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divB = 0, (1.2d)
in care:

fc este vectorul densitate de curent de conductie,

-~ 0D .
Jg=, este vectorul densitate de curent de deplasare,

py este amplitudinea complexd a densitatii de volum a sarcinii electrice

(mdrime scalara).
Ecuatia de conservare, denumitd si ecuatia de continuitate [27], asigura

legitura dintre J si p, si se scrie sub forma:
(1.3)

7, 0py
div ] + o =0

Se observa ca cele doua legi ale lui Gauss sunt consecinte imediate ale
ecuatiilor (1.2a), (1.2b) si (1.3). Mediile dielectrice perfecte si cele magnetice perfecte

verifica relatiile:

D =¢E, (1.4a)
B =puH, (1.4b)

unde € este permitivitatea dielectrica a mediului, iar p reprezintd permeabilitatea
magnetica a acestuia.

Mediile conductoare verifica legea lui Ohm, respectiv:

J. = oE, (1.5)

unde o este conductivitatea mediului.

In vid permitivitatea si permeabilitatea acestuia sunt totdeauna constante si au

valorile:

1 F
gg = — 10°—,
36 m
— 7H
Uo =4m10 —
iar gquocs =1,
unde c,= 3x10°% m/s si este viteza luminii in vid.
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Daca se aplicd rotorul primei ecuatii de evolutie a lui Maxwell, (1.2a), se obtine
relatia:

>

= 9B
rotrot E=— rot o

in care, daca se fine cont de relatia (1.4b) si de proprietatea de omogenitate a
operatorului liniar diferential, se obtine:

rot rot E=— %u rot H (1.6)

Apoi, in expresia (1.6) se introduce relatia (1.2b), in care s-a tinut cont de faptul
ca, in cazul mediilor dielectrice, vectorul densitate de curent de deplasare, J; este mult
mai mare decat vectorul densitate de curent de conductie, /. [27], si se obtine:

2
rot rot E= — EH 3 0°E (1.7)

In relatia (1.7) se foloseste formula dublului rotor si se obtine o ecuatie
corespunzatoare vectorului camp electric, respectiv:

dﬁmﬁaE—AE_o (1.8a)

2 62 2
unde 4 = — + — + — este laplace-ianul exprimat in coordonate carteziene.

Indicele 4, 1ntr0dus pentru a diferentia cele doud domenii din figura 1.1, are valoarea
1, atunci cand ecuatia (1.8a) descrie comportarea campului electric in aer i valoarea
2, atunci cand ecuatia descrie comportarea cdmpului din mediul dielectric plasat sub
stripul metalic.

In mod analog se obtine ecuatia corespunzitoare vectorului cAmp magnetic,
respectiv:

e@u@aH—AH_o (1.8b)

Viteza de propagare a undelor prin linia de transmisiune se calculeaza cu
relatia:
1 _ 1
\/8(8);1(8) \/50ﬂ05r6ﬂr6 ’

Cc =

unde &5 si W5 reprezinta permitivitatea relativa si respectiv permeabilitatea relativa
a mediilor.
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In regim armonic, cu dependentd temporald datd de functia e'®t,

ecuatiile (1.2a)+(1.2b), tinand cont de relatiile (1.3), (1.4a), (1.4b) si (1.5), devin:

rot E + iop®H = 0, (1.9a)
rot H— iwe®E =] (1.9b)
div]*— iwp =0, (1.9¢)
J=oE, (1.9d)

iar ecuatiile (1.8a) si (1.8b) devin:
AE + w2e@ O E=0, (1.10a)
AH + 0?e@®@ @ H=0 (1.10b)

Ecuatiile (1.10a) si (1.10b) reprezinta ecuatiile undelor pentru campul electric
si respectiv magnetic.

1.2 Ecuatiile Helmholtz

Din considerente de simetrie se analizeazd doar jumatate din structura
prezentata in figura 1.1 (de asemenea, s-a redus la jumatate numarul neomogenitatilor
geometrice care urmeaza a fi analizate), iar axa de simetrie s-a considerat la mijlocul
conductorului (stripului metalic), unde x=0 (figura 1.2). In literatura de specialitate
[22], aceasta sectiune injumatatita a liniei microstrip ecranate este denumita celula
elementara. Se considera ca in planurile care limiteaza celula elementard se afla
dispusi pereti electrici (in X=Xz, y=0 si y=Y2) si un perete magnetic (in planul x=0).

y
Y2

0 x=w/2 X,=al2

Figura 1.2. Celula elementara a liniei microstrip ecranate.
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Grosimea conductorului situat la limita de separare dintre medii se consideré a

.....

relative scalare.

In continuare, se doreste obtinerea unor ecuatii, ale caror solutii sa fie valabile
atat in domeniul 1, cat si in domeniul 2.

Intrucat propagarea undelor electromagnetice in linie se face de-a lungul axei
longitudinale z, care este perpendiculard pe sectiunea transversala din figura 1.2,
aceasta se supune legii de variatie din relatia (1.1). In consecinti, se pot considera
notatiile simbolice:

a de~vZ _

5 Y ( eaz = — ye VZ), (1.11)
62 2 626_72 2 -

= (G =re™) (112)

Intrucat in conditii de propagare, in linia microstrip fara pierderi, constanta de
propagare este pur imaginard, respectiv:

y=1p, (1.13)

ecuatiile undelor pentru campul electric si magnetic, (1.10a) si (1.10b), devin:

2

gxz , O°E | ( 258, — g )E =0, (1.14a)
257 2g

gxlz  O°H ( 2£(8),(8) Z)H = 0. (1.14b)

Daca se folosesc expresiile numarului de unda longitudinal,
k§ = (‘)28(6)5#(6) - ﬁz = k(%gr&uré - ﬁzl (1'15)
si ale laplace-ianului transversal exprimat in coordonate carteziene,

92 92

Ay =05 +57
se obtine

ArE4+K2E=0, (1.16a)

ArH+K2H=0, (1.16b)
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care reprezintd, fiecare, ecuatia membranei “elastice” (ecuatia bidimensionala a
undelor). Denumirea provine de la similitudinea cu ecuatia membranei din mecanica.

Considerand ecuatiile scalare pentru componentele axiale ale campului electric
si magnetic rezulta:

ArE,+K3E,=0, (1.17a)
ArH,+k5H,=0. (1.17b)

Ecuatiile (1.17a) si (1.17b) sunt cunoscute sub denumirea de ecuatiile
Helmholtz.

Rezolvarea ecuatiilor (1.17a) si (1.17b) se efectueaza in mod similar prin
aplicarea metodei separarii variabilelor; pentru ecuatia (1.17b) se considera solutia:

H, = X(x)Y ().
inlocuind solutia propusa in ecuatia lui Helmholtz se obtine:

deX +Xd2Y + k2XY =0
dx? dy? = %7 T

sau, impartind cu XY:

1d?X 1d%Y

— — —_—— 2:
X dx? +Ydy2+k5 0

Intrucat X(x) este o functie numai de x si Y(y) numai in functie de y, din ecuatia
de mai sus rezultd ca este necesar sa fie indeplinite relatiile:

1d%X _

X —kJZC (1.183)
si

1d%y

Lo =k, (1.18b)

in care k, si k,s sunt constante reale, denumite si numere de unda transversale.
Marimile k, si ks satisfac relatia:

k2 + k25 = k.

Solutiile generale ale ecuatiilor (1.18a) si (1.18b) sunt:

26



X=Acos k x+B sin k x,
Y=C cos k,y+Dsin ky

Constantele A, B, C, D, k,, si ks se determind aplicand conditiile la frontiera.

In mod similar se rezolva si cea de-a doua ecuatie Helmholtz, in care sunt
implicate componentele longitudinale ale campului electric.

Deoarece ecuatiile Helmholtz sunt omogene, avand proprietatea ca orice
combinatie liniard de solutii particulare sa se constituie, de asemenea, intr-o solutie,
rezultd cd solutiile se determind sub forma unor serii formate din functii proprii, care
satisfac, pe membri, ecuatiile (1.17a) si (1.17b), respectiv:

E.s (X:.V) = Zm Asm Xep (x) Yesm (¥), (1.19a)

H,s (X;_V) = Zm Bsm Xhp, (x) Yhsm (y), (1.19b)
unde

- Asm s1 Bsn sunt coeficienti necunoscuti, evident cu valori diferite fata de
constantele A si B utilizate in expresia solutiei ecuatiei (1.18a);

- Xep(x) = coskyy,x si Xhy,(x) = sin k,,x formeaza un sistem de functii
proprii (ortogonale) pe intervalul [0, g] ;

- Yesy(y) = sin[kysm (v — bs)] 1 Yhsm (y) = cos[kysm(y — bs)] formeaza,
de asemenea, un sistem de functii proprii pe intervalul [0, %],

- b1=0§1b2=y2,mEN*, N*:N—{O},

mr
- k= 2 kizam = k§ - k}%m'

Afirmatia, conform careia solutiile ecuatiilor Helmholtz sunt formate din
functii proprii, s-a adoptat plecdnd de la terminologia specifica sistemului de ecuatii,
cunoscut in algebra sub forma:

MV -A;V =0, (1.20)

unde operatorul M este autoadjunct, in cazul de fata o matrice de dimensiune (nxn),
V este vector propriu de dimensiune (nx1), iar A; reprezinta valorile parametrice ale
sistemului §i se constituie intr-un sistem de valori proprii (n,i eN").

De fapt, sorgintea problemei (1.20) este tot in teoria ecuatiilor diferentiale:
solutiile generate de sistemul liniar de ecuatii diferentiale:

J'Cl = a11x1 + alzxz +... +a1nxn
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Sau:

X xn/
care poate fi considerat ca forma liniara de maxima generalitate a unei legitdti
matematice care descrie comportarea sistemelor dinamice.

Faptul cd matricea M este autoadjunctd (in sensul ca M* = M) are, pe de o
parte, semnificatie fizica (structurile care se supun acestei legitati sunt izotrope), iar,
pe de alta parte, din punct de vedere matematic, aceasta conditie ne asigura ca
valorile proprii sunt reale. Intrucdt operatorul diferential este de asemenea
autoadjunct, se poate face corespondenta dintre ecuatiile Helmholtz (1.17a)+(1.17b)
si sistemul (1.20), astfel:

M — A7,V - E,(H,) si A; = -kj

Glisarea din domeniul matricilor in cel al ecuatiilor diferentiale si invers este
posibila si naturala.

In continuare, se vor prezenta cdteva observatii legate de faptul ca ecuatiile
lui Helmholtz reprezinta o problema de valori proprii:

- vectorii proprii sunt ortogonali §i liniari independenti si pot forma baze ortogonale,
iar prin normare pot forma baze ortonormate si pot facilita astfel rezolvarea
Sistemului de ecuatii integral (inclusiv determinarea coeficientilor necunoscuti Agp,
si Bsy,), rezultat prin reunirea tuturor conditiilor impuse campului electromagnetic
din linia microstrip ecranata,

- functiile proprii, care intra in compunerea solutiilor ecuatiilor Helmholtz, respectiv
Xey, (x), Yesy (v), Xhy, (%) si Yhs,, (v) se pot dezvolta in serii Fourier de catre alte
functii proprii ortogonale, care apar in structura sistemului de ecuatii integral;

- daca A este valoare proprie, atunci problema neomogena corespunzatoare
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(M-A)V =s, s#0, in general, nu are solutie;

- fenomenele descrise de o problema de valori proprii verifica legea conservarii
energiei (sistemul descris de ecuatia mx+ fx+rx=0 este neconservativ pentru

f =0, deoarece solutia reprezinta o oscilatie amortizata exponential cu factorul f

sau conservativ pentru f=0) si in consecinta fenomenele sunt ondulatorii.

Generic vorbind, se poate aprecia ca functiile si valorile proprii sunt comune
oricarei probleme de vibratii si, cum domeniul microundelor nu-si ascunde natura

ondulatorie, aceasta abordare poate fi adecvatda rezolvarii ecuatiei (1.17a) sau
(1.17Db).

1.3 Expresiile componentelor transversale ale cAampului electromagnetic

Componentele transversale se pot determina pornind de la componentele axiale
obtinute cu ajutorul solutiilor (1.19a) si (1.19b), care sunt generate de ecuatiile
Helmholtz. Pentru aceasta se vor stabili relatiile de legdtura intre componentele
longitudinale si cele transversale [27]:

E=E, +8,E, (1.21a)
H=H,+&,H, (1.21b

unde E;, H; reprezinta vectorul camp electric si respectiv magnetic transversal, iar €,

versorul corespunzator directiei de propagare (axa z), paraleld cu axa liniei. Se pun in
evidentd componentele transversale si axiale ale operatorului V:

V=Vr+8, o
Tinand seama de observatia (1.11) si de relatia (1.13) operatorul V ia forma:
V - VT'iﬁé)Z

pentru ca, apoi, in conformitate cu ecuatiile (1.9a) si (1.9b), relatiile dintre
componentele campului electromagnetic sa devina:

(V- 1BE,) X (Er+&,E,)=-iwu'® (H;+8,H,)
(V- iB8,) X (Hp+8,H,)=iwe® (E,+8,E,).

Se separa componentele longitudinale si transversale:

L. (Vp x Ep)=-iwpn®é,H, (1.22)
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T: B8, X E;-é, X VpE, =-iou D H, (1.23)

Considerand si ecuatia duala relatiei (1.23), se obtine sistemul:
-iB8, X Ep+é, X VoE, =iwn @ H, (1.24)
-iB8, X Hp+8, X VoE, =-iwe ®E,, (1.25)

din care se poate eIiminaﬁT, daca se inmulteste relatia (1.24), vectorial, cu ifé, (pe
stanga) si ecuatia (1.25) cu iwu. In consecinta rezulta:

—B28, x (&, X Er) +iBé, X (&, X V1E,) =-wpu® (@, x Hy)  (1.26)
—wBu® (8, x H,) +iwu® (8, X V;H,) = w?e®@u®E, (1.27)

Din insumarea celor doud ecuatii, (1.26) si (1.27), si dupa dezvoltarea dublelor
produse vectoriale, se obtine:

B2E-iBVE,+iwu® (@, X VoH,) — w?e®@ O E =0 (1.28)

de unde, tinandu-se seama de expresia numarului de unda transversal, rezulta:
— 1 1 (5)
i iw -
Ep=-Ly.E +“L" 3 xV,H, (1.29)
ks ks
sl, respectiv, versiunea sa duala,
— 1 1 (5)
l LweE -
Hy=- LV H, +“—&, x ;E, (1.30)
5 5

Cu ajutorul relatiilor (1.29) si (1.30) se obtin expresiile pentru componentele
transversale ale campului electric si ale cAmpului magnetic:

Exé‘:'kig (ﬁ aaE;S + wholrs 62’;5) (1.313)
Eys=1z (B %522 — whtottrs 52) (1.310)
Hx(g—-kL§ (ﬁ 62{;5 — WEYErs 65—) (1.31c)
1L1y5=-ki§ (8 ag;s + wgers =2) (1.31d)
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Modul de propagare cu ambele componente axiale nule (E, = H, = 0),
denumit si transversal electromagnetic, TEM, poate exista in linia de transmisiune,
numai daca numarul de unda longitudinal kg este nul, deoarece in acest caz expresiile
componentelor transversale (1.31a)+(1.31d) apar, in primd etapd, ca nedeterminate
(daca numarul de unda nu ar fi nul, componentele transversale ar deveni nule, deci
campul electromagnetic s-ar anula).

1.4 Formularea conditiilor de modelare. Spatiul Hilbert

Determinarea riguroasd a expresiei campului electromagnetic din linia
microstrip simetricd ecranata reala, care reflectd adecvat procesele fizice din aceasta,
presupune indeplinirea conditiilor impuse de:

- verificarea ecuatiilor Helmholtz in cazul existentei celor doud domenii
(delimitate de cele doud medii dielectrice diferite);

- influenta suprafetei de separare dintre cele doud domenii, cand la traversarea
acesteia trebuie asiguratd continuitatea componentelor tangentiale ale campului
electric si magnetic [27];

- influenta ecranului conductor (electric), ce permite existenta in vecindtatea sa
exterioara doar a componentelor normale (la suprafata conductorului) ale campului
electric si a componentelor tangentiale (la suprafata conductorului) ale campului
magnetic, ca apoi i unele si celelalte sd scada brusc la zero 1n interiorul conductorului
[27] (in consecinta, conditiile pe care le indeplinesc componentele longitudinale ale
campului magnetic si electric pe suprafata ecranului electric sunt urmatoarele:

O0H, . A
P =0siE, =0);

- influenta ecranului magnetic, situat in planul x=0 (figura 1.2), ceea ce permite
existenta in vecindtatea sa doar a componentelor normale ale cdimpului magnetic si a
componentelor tangentiale ale cAmpului electric [27]; in consecintd, de data aceasta,
conditiile pe care le indeplinesc componentele longitudinale ale campului magnetic si
electric sunt urmatoarele:

OE,
n

=0siH, =0;
- influenta muchiei conductorului, amplasat intre cele doud domenii analizate.

Rezolvarea acestei probleme se va face in conditiile rigorii electrodinamice, in
sectiunea 1.6, intitulatd “Analiza electrodinamica a liniei microstrip ecranate prin
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metoda domentilor partiale”, in care se au in vedere concluziile prezentate in sectiunea
1.5, intitulata “Modelul Meixner” [28].

In continuare, trebuie stabilit cadrul matematic adecvat rezolvarii problemelor
de aproximare si convergentd care fac obiectul satisfacerii conditiilor impuse
campului electromagnetic in linia microstrip ecranata.

Spatiul Hilbert, care prin definitie este un spatiu liniar, normat s1 complet, in
care norma se introduce cu ajutorul produsului scalar, se dovedeste a fi instrumentul
matematic propice pentru elaborarea studiului campului electromagnetic cu ajutorul
metodei analitice.

In spatiul Hilbert al functiilor continue si de patrat sumabil, convergenta,
notiune esential "dinamica", este deopotriva mai simpla si mai “estetica”, fapt ce
poate fi intuit, spre exemplu, de reprezentarea unui vector in multimea R" printr-o
combinatie liniara de versori unui sistem ortonormat.

Norma, care se poate considera ca reprezinta entitatea ce exprima "distanta"
in matematica §i introduce acel concept fundamental al analizei matematice, denumit
convergenta, se defineste cu ajutorul produsului scalar, astfel:

12 = (50 = [LIf(O1Pdt < oo (1.32)

Multimea L%[a, B] € se organizeazd ca spatiu Hilbert peste corpul I' = R, C
(multimea numerelor reale sau complexe), in raport cu operatia de adunare a doud
functii si de inmultire a unei functii cu un scalar. Deci:

2 [ouB] ={f1f:[0uB] = T, @)IfIP= [E1F(0)12de < oo}

Pentru a descrie campul electromagnetic in linia microstrip, se va pleca de la
urmatoarea premisa - axioma [27]:

- pentru ca un camp, notat cu @ (P, t), o functie de punct, P(x,y,z) si de
timp, sa fie unda, eventual solutie a ecuatiilor Helmholtz, trebuie ca patratul
intensitatii sale, |®@(P,t)|%, si aiba semnificatie fizici; aceastd functie se
reprezinta in domeniul microundelor sub forma densitatii de energie; si cum
energia totala dintr-un domeniu finit V trebuie sa fie finita, rezulta ca:

J,12(P.H|*dv < oo, (1.33)

deci @ (P, t) apartine multimii L2 [o,f].
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1.5 Modelul Meixner

Se analizeaza comportarea campului electromagnetic in apropierea muchiei
conductorului, conform modelului ales, atribuit in literatura de specialitate lui
Meixner ([11], [22], [28] si figura 1.3). Geometria figurii 1.3, care evidentiaza
domeniul din imediata apropiere a muchiei conductorului plasat in figura 1.2, intre
mediile dielectrice a fost adoptata de citre Meixner in vederea realizdrii analizei
campului electromagnetic cu ajutorul ecuatiilor Maxwell in sistemul de coordonate
locale cilindrice. Modelul Meixner, spre deosebire de celula elementara a liniei
microstrip ecranate, care are in compunere doud medii dielectrice distincte, supune
analizei trei medii dielectrice cu caracteristici dielectrice si magnetice diferite
(€1, Uqg; &2, Uy S1 €3, Ug). Unghiurile @7, @251 p3se masoara in sensul acelor de
ceasornic.

In orice domeniu finit V, in baza relatiei (1.33), energia campului
electromagnetic este finita, respectiv se respecta relatia:

J,(ePIEI> + u®@|H|?) dv < oo, (1.34)
unde cu indicele 6=1+3 s-au notat cele trei medii dielectrice din figura 1.3.

In vecinatatea muchiei (punctul notat cu M in figura 1.3) se postuleazi ci
valoarea integralei (1.34) trebuie sa tinda spre zero. Elementul de volum din integrala
(1.34), exprimat in coordonate locale cilindrice, este egal cu produsul p dp d¢ dz.

Se poate observa, tot din conditia (1.34), cd in vecinatatea muchiei
conductorului nici o componenta a campului electric sau magnetic nu poate creste mai
repede decat p~*" (pentru T > 0), pentru p —» 0. Daci, de exemplu, T < 0, s-ar
ajunge la o situatie inacceptabila, respectiv atunci cand volumul V ar tinde cétre zero,
energia din acest spatiu ar fi infinita.

Ecuatiile Maxwell (1.9a) si (1.9b), scrise in sistemul de coordonate locale
cilindrice, au forma:

%% - % = iwp®H, (1.352)
o iou®n, (1.35b)
%% pE, — %% = iwu®@H, (1.35¢)
%‘Z—IZ — % = —iwe®E, (1.35d)
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OH, 0H, _ e (8)

5y 2 lwe*’ E, (1.35€)
10 g _ 1%y _ . o6
59 pH, e lwe'®’E, (1.35f)

domeniul 1 &7 441

domeniul 2

3 13 domeniul 3 -

Figura 1.3 Modelul Meixner pentru determinarea ordinului maxim al
singularitatii solutiilor sistemului de ecuatii (1.35a) si (1.35b).

Solutiile sistemului de ecuatii (1.35a)+(1.35f), determinate pentru domeniile
unghiulare 1, 2 si 3 (conform figurii 1.3), pot fi reprezentate sub forma unor serii ce
tin cont de observatia ca nici o componenta a campului electric sau magnetic nu poate
creste mai repede decat p~*7 (pentru T > 0), pentru p — 0 [28]:

EY)= p " a+aPp + aPp? +. 1= p Y, a(a) K (1.36a)
EO= o[ +bPp + b p% +..]= p L, b pk (1.36b)
W= p e eV p + cVp? +.] = p L P p" (1.36¢)
HO=p ™ [AY+4%p + 4002 + 1= o8, AP pk (1.37a)
HO)= o [BY+ B p+BYp” +..] = p "%, B pk (1.37b)
H®= o[ CO +COp+CPp*+..]1 = p 78, €O pk (1.37c)

Coeficientii ak @ b,(f), ,ﬁ‘”, A(‘S) B,E‘S) si C,ES) depind doar de coordonatele ¢ si
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Inlocuind solutiile propuse (1.36a)+(1.36¢) si (1.37a)+(1.37¢) in sistemul de
ecuatii (1.35a)+(1.35f) si apoi prin identificarea coeficientilor corespunzatori puterilor
lui p, se obtine (suficient, dar nu si necesar) un set de relatii, care vor fi prezentate in
continuare. Prin aceasta se urmareste aflarea valorii minime pozitive a lui z, care
va decide limita superioara a ordinului de singularitate a componentelor
campului electromagnetic. Conform metodologiei prezentate, ecuatia (1.35a) se
scrie astfel:

1 _ act® 9c® _ abs® 9b'®
—[p 1”( +p—L +...>]—[p 1+T(a‘; +p— +...)]=

p dp dp
= iou® [p—1+f (Ag‘” +pAP 4. )] (1.38)

In urma identificarii coeficientilor corespunzitori puterilor egale ale lui p se
obtine (ca o conditie suficientd, nu si necesara):

pentru coeficientii lui p~2*%:

e
dp
- pentru coeficientii lui p~*7
©) (&)
3 ab .
1~ _ 9% =lwl~l(6)1486);

de 0z
- pentru coeficientii lui p*:

() (6)
dc, = 0b; = iou®A©®
o 0z 1

s.a.m.d.

Pentru cea de-a doua ecuatie din sistemul (1.35) se scrie:

9a® 9a®
(2 4 p 2t ) = (-1 D e b rp e ] =

. _ 5 5

= iwp®|p 1”(85 )+ pBl( )+...)] (1.39)
Prin identificare se obtine:
- pentru coeficientii lui p~2*7:

(-1+ T)Céa) =0;
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- pentru coeficientii lui p~1*7:

0y’ (& _ . (&)p®
—, T = iou®B,

s.a.m. d.

Corespunzator celei de-a treia ecuatii din sistemul (1.35) se poate scrie:

[ —1tr (O Q) 1 qgr(9ad | 9al )]_
p[p (Tbo + (t+ 1)b; p+...)] p[p (6<p +p o0 +... | =

= iwu@[p= (¢ + pcP+...)], (1.40)

iar prin identificare se obftine:

- pentru coeficientii lui p~2*7:

- pentru coeficientii p~1*7:

)]
(t+ 1)b§6) — aaa_; = iwy(5)C1(6)

s.a.m.d.

De asemenea, pentru cea de-a patra ecuatie din sistemul (1.35) se poate scrie:

Q) ) ¥ ()
l —-14+7 660 aC1 _ —-14+7 aBo 6B1 —
p[p (a(p +p 20 +>] [p (_62 +p r +... )=

= —iwe® [p‘l”(a((f) + pa§6)+. )l (1.41)

iar prin identificare se obtine:
- pentru coeficientii lui p~2+7:

o _
dp

- pentru coeficientii lui p~1*7;
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ac®  aB®

_ — — ime(8),(8)
= —iwea
dp 0z 0
- pentru coeficientii lui p°*:
aC(S) oB®
2 _ L jpe@®g®

do 0z
s.a.m. d.

Corespunzator celei de-a cincea ecuatii din sistemul (1.35) se scrie:

p~1tT (ag—? +p a,;(;) +.. ) —[(-1+ T)p_2+TC(§6) + ‘L'p_1+TC1(6)+. =
= —iwe@[p~+7(b{” + ppP+...)] (1.42)
Prin identificare se obtine:
-pentru coeficientii lui p~2*7:
(-1+0c?¥ =0
-pentru coeficientii lui p~17:
6:;1_5) - TCl(S) = — iwe(‘s)bé‘g)

s.a.m.d.

In sfarsit, corespunzator ultimei ecuatii din sistemul (1.35) se scrie:

() @)
%[p_l”(‘cBéa) + @+ 1DBPp+...)] - % [p—“f (ZA—; + p:A—;+. )] _
= —iwe® [p‘l”(céa) + pc§8)+...)], (1.43)

iar prin identificare de obtine:

-pentru coeficientii lui p~2*7:

-pentru coeficientii lui p~1*7:
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9AY

)
1)B; "’ —
(t+1)B; 30

= — iwe®c®

s.a.m.d.

Din relatiile rezultate prin identificarea coeficientilor se retin urmatoarele:

-1+ =0 (1.44a)
ac® _ abs> . (8) (&)
I 5, = Wi A, (1.44b)
9al’ .
—gz — TC1(6) = lw,u(‘s)Bég) (1.44c)
Q)
(6) 0Oag”
Th; G- =0 (1.44d)
(-1+0c® =0 (1.452)
ac® ) _
g; — a% = —lwe(‘s)ag& (1.45b)
94 ®) TN
L — (" = —iwe®by (1.45c¢)
Q)
(6) 04y _
By — 5= 0 (1.45d)

Din relatiile (1.44a) si (1.45a) rezulta:
T=1 sau cé‘s): Cé‘”: 0.
Particularizand solutiile (1.36¢) si (1.37c) pentru 7= 7sau 036)=C(§8)=0 se

ajunge la concluzia ca in vecindtatea muchiei conductorului, componentele
longitudinale ale cdmpului electromagnetic nu admit singularitati si sunt finite.

Relatiile (1.45b), (1.45¢) si (1.45d) se supun unor transformari, dupd cum
urmeaza: prima se inmulteste cu 7, a doua se diferentiaza in raport cu ¢, in sfarsit,
ultima se diferentiaza in raport cu Z si se obtine:

ac® . aBS®

— &) ,(8)
” e iwte’agy ”,
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9BY 2 94 _
9z 9z dp

Daca in ultima ecuatie se inverseaza ordinea de diferentiere la termenul care
contine coeficientul Ag‘s) si apoi se aduna ecuatia obtinuta cu celelalte douad, se obtine,
evident pentru w # O:

abs®

(8) _
20 +1a,” = 0. (1.46)

Daca se substituie béa) din relatia (1.46) in conformitate cu expresia sa din
relatia (1.44d) rezulta, ecuatia diferentiala:

aZa(‘s)

S+ 2af’ = 0, (1.47)
a carei solutie generala este
a(()a) = pPsintp + q@® coste (1.48)

Procedand in mod analog cu ecuatiile duale se obfine ecuatia diferentiala:

aZA(S) (6)
o TT4g =0 (1.49)
a carei solutie generala este:
A(()'S) = P@sintp + Q® cos . (1.50)

Introducand solutiile (1.48) si (1.50) in relatiile (1.44d) si (1.45d), pentru 7>
0 rezulta:

bés) = p@® costp — q'¥ sin 10, (1.51)

Bés) = P® costp — Q@ sinte. (1.52)

Din relatia (1.44c) rezulta:

®
(6) _9ay" 1. (5 p(8)
¢ =T Ciop B, (1.53)
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iar prin nlocuirea valorilor lui a(()s) si Bé‘g) conform solutiilor din (1.48) si (1.52), se
obtine:

@ 1 op® g
Cq =; Py sinte + . CoOSTQP| —
—%ia),u(s) [P@ COS TP — Q(‘S) sin T(p] (1.54)

In mod analog, se obtine relatia corespunzitoare coeficientului C 1(6), respectiv:

5 1 [ap® aQ(5)
1()=;[?Sinrg0 + cosnp]
+ % ie,u(a) [p(a) COS TP — q(5) sin T ] (1.55)

Deoarece indicele ¢ primeste valorile 1, 2 si 3, corespunzatoare mediilor
dielectrice din figura 1.3, ecuatiile (1.48), (1.50)+(1.52), (1.54) si (1.55) conduc la
optsprezece ecuatii cu treizeci coeficienti necunoscuti:

fo) I} Io) ) ) )
(a®,b8,cP, 4% D, ¢ p@® ¢@® p® 9} §=1+3.

Celelalte ecuatii necesare rezolvarii sistemului se obtin particularizand
ecuatiile pentru ¢=0, p=¢;, =@, s1 p=¢; (se va tine cont de faptul ca pe muchiile
conductorului, pentru =0 si ¢=¢;, componentele tangentiale ale cadmpului electric
sunt egale cu zero, precum si de continuitatea componentelor tangentiale ale campului
electric si magnetic pentru ¢=@, si p=¢,, la suprafata de separare dintre doua medii
dielectrice).

In urma rezolvirii netriviale a sistemului si in urma elimindrii succesive a
necunoscutelor, se determina faptul ca acesta este compatibil in cazul indeplinirii
uneia din conditiile de mai jos [28]:

D al’=bP=cP=c=0; 5=1+3 (1.562)
E, () =0, (1.56b)

unde:
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